Algebra Lineal y Matemética Discreta - Curso 2020 /21
Parte I: Algebra de Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales

1 2 0
12 -1 b
. Sean las matrices A, B, C y D dadas por: A = L1 0 ,B=13 0 ,
0 4 3 12
1 2 5
cC=12 0 yD = ( 3 ) Calcule los resultados de las siguientes operaciones si estan definidos.
3 1
Si no estan definidos indique por qué:
(a) AB (b) —3B (c) AC (d) CD (e) —2AC + 5B
Solucién:
= . ;z
(a) AB = (b)-3B=[ -9 0 , (c) AC = ,
4 -1 3 _g 3 2
15 6 17 -3
1
(d)CD =1 =10 |, (e) No se puede realizar ya que los 6rdenes de -2AC y 5B no coinciden.
—18
2 5 Lo
Calcule las matrices traspuestas de las siguientes matrices: A = ( 3 _7 > , B = 3 0 ,
1 2
1 1 1 1
¢= ( -3 -5 -2 7 )
Solucién:
1 -3
2 -3 1 3 1 1 -5
t_ t _ t _
A_(57>’B_(102)’0_ 1 -2
1 7
. . -7 =5 . . 2 5
. Decir si la matriz C = 3 9 es la inversa de la matriz A= 3 7

Solucién: Efectivamente, si hacemos el producto AC=I y CA=I, luego C es la inversa de A.

1 0 0 O
. . . . 1 0 0 0 01
. Indique si las siguientes matrices son elementales: F = ( 0 —9 > , A= 001 0 | B =
01 00
1 0 5
01 0
0 0 1

Solucién: Las 3 matrices son elementales, ya que son matrices identidad a las que se les ha aplicado
una Unica operacién de fila o columna. A la primera se ha multiplicado por -2 la segunda fila, a la
segunda se ha intercambiado la segunda fila con la cuarta, y a la tercera se la he sumado a la primera
fila 5 veces la tercera.

1 -2 -1 1 0 -2
. Dadas la matrices cuadradas Ay B: A= -1 5 6 y B= 3 1 =2
5 —4 5 -5 -1 9

Calcular sus inversas A~ y B~! usando las matrices aumentadas [A 1] y [B I] respectivamente, donde
I es la matriz identidad de la misma dimensiéon que ambas.



Solucién: En el caso de A, obtenemos si operamos obtenemos una fila de ceros y no podemos tener la
7/3 2/3  2/3
matriz identidad. En el caso de B la matriz inversa es B~ = | —17/3 —1/3 —4/3
2/3 1/3 1/3
6. Responda y razone las respuestas a las siguientes preguntas:

a) jPuede una matriz cuadrada con dos columnas iguales ser invertible?
b) ;Puede una matriz cuadrada con una fila de ceros ser invertible?

¢) ¢Puede ser invertible una matriz 4x4 cuando sus columnas no generan a R*?

Solucién:
a) No, ya que necesitamos que el rango sea méximo y si tiene dos columnas iguales ya no lo es.
Ademas, el determinante seria 0.
b) No, por la misma razén que antes.

¢) No, porque si no generan R* entonces no son linealmente independientes, el rango no es maximo
y el determinante es 0, por lo que la inversa no existe.

-1 -1 0
7. Calcule la inversa de la matriz cuadrada A = 2 1 0
2 1 1
Solucién:
1 1 0
A l=| -2 -1 0
0o -1 1

8. De acuerdo con el resultado obtenido en ejercicio anterior, comente cémo serd la solucién del siguiente
—X1 — X2 = 0
sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es la matriz A de dicho ejercicio: ¢ 2z; + 22 =0
201 +x9+23=0
Solucién: La solucién es el (0,0,0), ya que la matriz de coeficientes es la matriz A. Como tiene inversa,
la, tinica solucién del sistema es A~'b. Como b = 0, entonces la solucién al sistema homogéneo es 0.

9. Indicar para cada una de las siguientes ecuaciones si son o no lineales:

a) 3r+4y =24
$17$2+5$3+(\/2)l’4:1
e?x1 —3x9+ a3 —14 =0

)
)
)
) 32 + 4y = 24
)
)
)

& o o

T1 — To+dr3+ 214 =1

62I1—3$2+$3—£L‘4=0

@

S~

g) 122 + 53 =2

Solucion:
Si
Si

a

& o o

gy

)

)
)
)
) No
)
)
)

g



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

1% . r1 — T2 = 1
Comente la solucién del sistema:
1 — Ty = 4
Solucién: Claramente es un sistema incompatible, ya que la misma ecuacién tiene dos soluciones
distintas.

2931 + 3332 =-1
Indique si las 3 rectas siguientes tienen un punto de intersecciéon comin. Explique la respuesta ¢ 6x1 4+ 5z =0
21‘1 — 51‘2 =7

Solucién: Si resolvemos primero (por ejemplo) las dos primeras ecuaciones, y vemos si esa solucién
estd en la tercera recta podemos ver si se cortan en un punto. Al hacer esto, vemos que no, el punto
obtenido de resolver las dos primeras no pertenece a la tercera recta, luego es un sistema incompatible
y no se cortan en un mismo punto.

T — 41?3 =8
Conseguir un sistema escalonado mediante eliminacién (o reduccién) gaussiana equivalente a {  2x7 — 3z9 + 223 =1
5(E1 — 8%2 + 7.’E3 =1
Indicar si tiene solucién.
1 -3/2 1 1/2
Solucién: | 0 1 -4 8 , Es incompatible porque la dltima fila significa que 0=5/2.
0 0 0 5/2

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de Gauss-Jordan, es decir obteniendo una
T, —4rg + 23 =2

forma escalonada reducida de dicho sistema —x1+3x0 —x3=1
T + 2%3 = 3

Solucién: (z1, z2,x3) = (—23,-3,13)

Transforme la siguiente matriz ampliada, correspondiente a un sistema lineal, primero en su forma esca-
0 3 -6 6 4 =5

lonada y después en su forma escalonada reducida. Resuelva dicho sistema. [ 3 -7 8 -5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

1 -3 4 -3 2 5
Solucién o 1 -2 2 1 -3
0 0 0 0 1 4
1 0 -2 3 0 —-24
01 -2 2 0 -7
00 0 01 4
La matriz aumentada de un sistema lineal se transformé, mediante operacioneb de fila, en la forma que
2 —6
se indica a continuacién. Determine si el sistema es compatible O 4 — 2
0 0 0
100 —17/2
Solucién: Si seguimos haciendo operaciones obtenemos que | 0 1 0  1/2
0 0 1 0

Por tanto es compatible determinado con solucién (-17/2,1/2,0)

2561 — T9 = h
—6£U1 + 3%2 =k
rango de la matriz de coeficientes A calculado por filas coincide con el rango calculado por columnas.

Para qué valores de h y k es consistente el siguiente sistema? . Compruebe que el

Solucién: Si cogemos la matriz ampliada del sistema y aplicamos Gauss-Jordan obtenemos que si
k4 3h # 0 el sistema es incompatible y si k + 3h = 0 es compatible.

13 -2 0 2 -0

Calcular el rango de la siguiente matriz: 2.6 -5 —24 -3 Responda a las siguientes pre-
0 0 5 10 0 15
26 0 8 4 8

guntas:



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

- (Cuéntas filas linealmente independientes tiene la matriz? ;y columnas?

- Si dicha matriz fuese la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones. ;Cudntas soluciones tendria
el sistema seguin el Teorema de Rouché-Frobenius?

Solucién: El rango de la matriz A es 3. Obviamente tiene 3 filas y columnas linealmente independientes,
porque el rango por filas y columnas coincide.

Si fuera una matriz ampliada, A tendria rango 2 y la matriz ampliada 3, por lo que el sistema es
incompatible.

Indique el tipo de solucién que tiene el sistema deduciéndolo mediante el Teorema de Rouché-Frobenius
T, — T2 = 1
21‘1 - 2,I2 =4

Solucién: La matriz de coeficientes tiene rango 1 y la ampliada 2, por lo que es incompatible.

Calcule los siguientes determinantes utilizando un desarrollo de adjuntos a lo largo de la primera fila:

2 -4 3 4 30
A=|3 1 2 |.,B=|6 5 2
1 4 -1 9 7 3

Solucién: El determinante de A es -5 y el de B es 4.

Calcule el determinante de la siguiente matriz, aplicando un desarrollo por adjuntos y operaciones
0 1 2 -1
2 5 -7 3
0 3 6 2
-2 -5 4 =2

elementales por filas: A =

Solucién: Det(A)=-30

4 0 -7 3 =5
0 0 2 0 0
Calcule el determinante de la siguiente matriz: A=| 7 3 -6 4 -8
5 0 5 2 -3
00 9 -1 2

Solucién: Det(A)=-6
Indique cudles de las siguientes matrices son invertibles mediante el valor de su determinantes: A =
3 -9 B_ 4 -9 - 6 -9
2 6 L W B L N
Solucién: A y B son invertibles porque su determinante es distinto de 0 y C es no invertible porque
su determinante es 0.

Calcule la inversa de la matriz : A = g 6 > a partir de la matriz adjunta. ; Tiene solucién tinica el
sistema de ecuaciones Az = b? Calctilela a partir de A~!

-3 2
saoA—1
Solucién: A~ = ( 5/2 —3/2 )

Si tiene solucién tnica, ya que es A71b.

1 2 =2
Calcule la matriz inversa de A empleando la matriz adjunta, siendo: A= | 4 2 -2
1 0 -1
-1/3 1/3 0
Solucién: A~! = 1/3 1/6 -1
-1/3 1/3 -1
. . 33’51 — 2.%'2 =6
Use la regla de Cramer para resolver el sistema: { 5y 4 A2y = 8

Solucién: La solucién es (20,27).



1 -3 1 =2

o . . 2 -5 -1 =2
26. Calcule el rango de la siguiente matriz usando determinantes: A = 0 -4 5 1
-3 10 -6 8

Solucién: El rango es 3

27. Resolver los siguientes sistemas lineales por el método de Gauss:

2z —-5y+4z4+u—v= 3 dr=3y+2:4u= 3
r—2y+z+2u= -2
rT—2y+z—u+v= 5 At —ytz—u—v= 5
r—4y+6z+2u—v= 10 %+ 3y — 2 — dv = 9
3x1 +4xo + 23 + 224 = 2 Txo +x3= 1
2x1 4+ 209 — 623+ 2204 = —4 3x1+4x0+x3= 7
4x1 +Br9g —x3 +3x4 = —3 —9x1 —bx9 — 223 = 2
Solucién:
z—16u+19% = 76 Tov= —24/5
y+1/50 = 7
y—9u+1lv= 45
s Butdv— 19 z+13/5v = 12
o u—3/bv = 0
1‘1+21‘4: —49 I2+1/7I’3 1/7
T2 — Tg4 = 38 $1+4/3$2+1/3$3: 7/3
r3= -3 0= 22

A partir de estos sistemas escalonados reducidos, obtener la solucion.

28. Utiliza el método de Gauss para discutir las distintas soluciones de los siguientes sistemas segun los
distintos valores de los pardametros a,b € R.

ar +bz= 2
2x + 6y +az = 12 -~
“){3x+(a+5)y+62 b—a b) ax+zzi;1§; ;1)
ar+y+z= 1 % by= 1
c) iiay—:zzi 22 d){ —2x+4+2y+az= 1
y B 20 —2y+bz= a+b-1
(a+Dy+z= a+1
T—z= 2
o 24+a)z+ay+2z= 2a—2
of FrwoE— 4 o p 2w+ @2—ay= 0
B (a+Dz+(a+1)z= a-—1
3x+ay—4z= 6
2z +ay+z= 0 vtaytbr= 1
9) 20 —2y+z= 0 W ar+by+z= b
br+2y—4z= 0 ot aby + 2 —
Az +2y+T7z= 0 yre=

Solucién:

a) Sia # 4 el sistema es compatible indeterminado.
Sia=4y b= 22 el sistema es compatible indeterminado.
Sia=4y b+# 22 el sistema es incompatible.



b) Sia# 0y b#2 el sistema es compatible determinado.
Sia=0y b+# 2 el sistema es incompatible.
Si b = 2 el sistema es compatible indeterminado.

¢) Sia#1,—2 el sistema es compatible determinado.
Sia =1 el sistema es compatible indeterminado.

Si a = —2 el sistema es incompatible.

d) Sib# —2y b+ a#0 el sistema es compatible determinado.
Sib=—2y a#2 el sistema es incompatible.
Sib=—2y a=2 el sistema es compatible indeterminado.

Si b+ a = 0 el sistema es compatible indeterminado.

e) Sia#0,—1,1 el sistema es compatible determinado.
Sia = 0,—1 el sistema es incompatible.
Si a =1 el sistema es compatible indeterminado.

f) Sia #0,—1 el sistema es compatible determinado.
Sia = —1 el sistema es incompatible.
Si a = 0 el sistema es compatible indeterminado.

g) Sia=—2yb+# —2 el sistema es compatible determinado.
Sia=—2y b= —2 el sistema es incompatible.
Sia # —2 el sistema es compatible determinado.

h) Sib=1y a#1 el sistema es incompatible.
Sib=1y a=1 el sistema es compatible indeterminado.
Sib#1ya=1 el sistema es incompatible.
Sib=0y a=0 el sistema es compatible indeterminado.
Sib+#0ya=0 el sistema es compatible determinado.
Sib# 1y az#0,1 el sistema es compatible determinado.



